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Предложен метод моделирования динамики тепла в почве, интегрированный в детерминированную 
гидрологическую модель “Гидрограф”. Метод основан на нескольких приемах, упрощающих дифферен-
циальное уравнение теплопроводности в почвенном профиле и позволяющих привести систему диффе-
ренциальных уравнений к системе линейных алгебраических уравнений без потери качества результатов 
расчета. Подробно описаны подходы к определению коэффициентов теплопроводности и теплообмена 
расчетных слоев почвы в условиях промерзания–оттаивания и переменной влажности. В качестве пара-
метров модели используются физические свойства материалов, слагающих почвенный профиль, такие как 
плотность, пористость, удельная теплопроводность и теплоемкость, максимальная водоудерживающая 
способность. На основе данных наблюдений эти свойства могут быть обобщены и систематизированы для 
почвенных профилей основных ландшафтов и использованы на водосборах со схожими условиями фор-
мирования стока без применения методов калибровки. Результаты расчета температуры на глубинах 20, 
40, 80 и 160 см на одном из объектов Колымской водно-балансовой станции подтверждают эффективность 
предлагаемого метода.

Уравнение теплопроводности, многолетняя мерзлота, гидрологическое моделирование, температура 
почвенного профиля, Колымская водно-балансовая станция
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This paper proposes a method for modelling heat dynamics in soil, which is integrated into deterministic 
hydrological model “Hydrograph”. The method is based on several techniques that simplify the differential 
equation of heat transfer in soil profile and results in conversion of the system of differential equations to a system 
of linear algebraic equations without loss of quality of modelling results. Also the approaches used to estimate 
thermal conductivity and heat transfer of calculated soil layers in the conditions of soil freezing–thawing and 
variable humidity are described in detail. Physical properties of the materials composing the soil profile, such as 
density, porosity, thermal conductivity and thermal capacity, the maximum water holding capacity, are used as 
the model parameters. On the basis of observational data such properties can be generalized and systematized for 
soil profiles characteristic of major landscapes and used in catchments with similar conditions of runoff formation 
without the use of calibration methods. Modelling results of soil temperature at depths of 20, 40, 80 and 160 cm 
at one of the objects of the Kolyma water balance station confirm the effectiveness of the proposed method.

Equation of heat conductivity, permafrost, hydrological modelling, temperature of soil profile, Kolyma water-
balance station

ВВЕДЕНИЕ

Освоение территорий Сибири и Крайнего Се-
вера, расположенных в зоне распространения мно-
голетней мерзлоты, требует решения как практи-

ческих инженерно-изыскательских задач оценки 
гидрологических характеристик стока в условиях 
слабой изученности, так и прогнозов возможных 
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трансформаций гидрологического режима под 
влиянием изменений климата и антропогенного 
воздействия в будущем.

Динамика формирования деятельного слоя 
является одним из основных факторов, определя-
ющих характер протекания гидрологических про-
цессов [Кучмент и др., 2000; Гусев, 2010; Zhang et 
al., 2000]. Поэтому моделирование процесса фор-
мирования стока должно проводиться с учетом 
энергетического баланса не только поверхности 
водосборов, но и толщи почвогрунтов, подвержен-
ных сезонному изменению вследствие протаива-
ния и промерзания. 

Необходимость моделирования таких процес-
сов, как фильтрация воды в мерзлые грунты, водо-
обмен между поверхностными и подземными во-
дами, сезонное перераспределение стока за счет 
замерзания в почвогрунтах жидких осадков или 
талой воды, ставит задачу непрерывного расчета 
переменных состояний почвенного профиля (тем-
пературы, влажности и льдистости) на разных 
глубинах в каждый расчетный интервал времени 
(РИВ).

Методы моделирования динамики тепла в 
почве должны учитывать условия формирования 
деятельного слоя в различных ландшафтах и в то 
же время не зависеть от калибровки параметров 
моделей в каждом конкретном случае [Виноградов, 
2010; Pomeroy et al., 2007; Semenova, 2010; Vinogra-
dov et al., 2011]. Важно также, чтобы моделирова-
ние могло проводиться в условиях дефицита дан-
ных наблюдений, характерного для большей части 
арктических территорий как России, так и мира 
[Semenova, Vinogradova, 2009].

Для описания процессов теплообмена в почве 
в гидрологических моделях используется несколь-
ко подходов. Здесь не будем останавливаться на 
упрощенных методах, когда процессы промерза-
ния и оттаивания почвы представлены в моделях 
неявным образом, например, эмпирическими со-
отношениями между глубиной протаивания и 
температурой воздуха [Nelson et al., 1997] или за-
висимостями гидрофизических характеристик 
почвы от разных факторов [Pomeroy et al., 2007].

Одним из наиболее распространенных мето-
дов расчета динамики тепловой энергии в почве в 
целях гидрологического моделирования является 
численное решение уравнения теплопроводности 
[Кучмент и др., 2000]. Для этого используются ме-
тоды конечных разностей и конечных элементов. 
Уравнение теплопроводности имеет вид
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где θ – температура почвы, °С; t – время, с; x – вер-
тикальная координата, м; λ – коэффициент теп-
лопроводности, Вт/(м⋅°С); ρ – плотность, кг/м3; 
c – удельная теплоемкость, Дж/(кг⋅°С).

Уравнение (1) описывает только процессы 
теплопроводности в грунте без учета затрат тепла 
на фазовые превращения и приток тепла извне 
(например, с фильт рующейся влагой). Л. Гудрих 
[Go odrich, 1978] разработал численный метод ре-
шения одномерной задачи теплообмена в почвен-
ной колонке с учетом фазовых переходов, позволя-
ющий непрерывно определять границу раздела фаз. 
Этот метод нашел широкое применение в последу-
ющих исследованиях [Аржанов и др., 2007].

Очевидно, что реализация численных методов 
требует значительных затрат машинного времени. 
В связи с этим многие исследователи либо рас-
сматривают методы упрощения расчетных схем и 
повышения их устойчивости [Bowling et al., 2008], 
либо предлагают упрощенные подходы к решению 
уравнения теплопроводности для промерзающей–
оттаивающей почвы [Гусев, 2010].

В настоящей работе представлен метод расче-
та динамики тепла в почве, основанный на не-
скольких приемах, упрощающих дифференциаль-
ное уравнение теплопроводности в почвенном 
профиле и позволяющих привести систему диф-
ференциальных уравнений к системе линейных 
алгебраических уравнений без потери качества ре-
зультатов расчета. Предлагаются способы расчета 
коэффициентов теплопроводности и теплообмена 
расчетных слоев почвы и снежного покрова, нахо-
дящихся в различных переменных состояниях. 
Описанные алгоритмы разработаны для целей 
гидрологического моделирования и интегрирова-
ны в детерминированную гидрологическую мо-
дель “Гидрограф” [Виноградов, 1988, 2010]. В ка-
честве параметров модели используются физичес-
кие свойства почвенного профиля. Эффективность 
предложенного метода подтверждена результата-
ми расчета температуры на глубинах 20, 40, 80 и 
160 см метеорологической площадки “Нижняя” на 
территории Колымской водно-балансовой стан-
ции (КВБС).

МЕТОД РАСЧЕТА ТЕПЛОВОЙ ДИНАМИКИ
В ПОЧВЕННОМ ПРОФИЛЕ

В общем случае почвенный профиль пред-
ставляет собой среду, состоящую из талых и мерз-
лых прослоек. Границы раздела фаз могут переме-
щаться, исчезать и появляться в зависимости от 
сезона. Непостоянство числа уравнений в системе 
(1) существенно осложняет вычислительный про-
цесс.

Учитывая это, а также необходимость много-
кратного решения уравнения во многих точках 
речного бассейна и для большого числа расчетных 
интервалов времени, приводящую к чрезмерной и 
неоправданной перегрузке вычислительного про-
цесса, здесь предложен иной, напрямую связан-
ный с содержанием уравнения (1), подход к реше-
нию поставленной задачи. 
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При решении системы уравнений теплопро-
водности численными методами пространствен-
ный шаг ∂x  определяет расстояния между точ-
ками, в которых вычисляются значения непре-
рывного профиля температуры. В предлагаемом 
методе этот шаг является интервалом осреднения 
и вместо непрерывной кривой имеет место ступен-
чатая гистограмма распределения температуры 
почвы по глубине. Рассчитанную температуру 
можно относить к середине расчетного слоя почвы 
(РСП) или снежного покрова.

Исходя из предположения о том, что удель-
ные тепловые потоки qi–1, i 

из одного РСП в дру-
гой пропорциональны разности значений их тем-
ператур, а в качестве коэффициентов пропор-
циональности выступают коэффициенты тепло-
обмена между почвой (снежным покровом) и 
атмосферой (ψ) и между соседними слоями почвы 
(ξ, Вт/(м2⋅°С)), запишем систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для n расчетных 
слоев почвенного профиля:

 dU dt1 1 12 1 2= −( ) − −( )ψ η θ ξ θ θ ,

 dU dti i i i i i i i i= −( ) − −( )− − + +ξ θ θ ξ θ θ1 1 1 1, , ,  (2)

 dU dtn n n n n gr n gr= −( ) − −( )− −ξ θ θ ξ θ θ1 1, .

Здесь Ui – количество тепла, содержащееся в i-м 
РСП, Дж; η, θi – температура воздуха и РСП, °С; 
ξi–1, i, ξgr – коэффициенты теплообмена между со-
седними РСП и на нижней границе нижнего рас-
четного слоя почвы, Вт/(м2⋅°С); ψ – коэффициент 
теплообмена между атмосферой и верхним рас-
четным слоем почвы или снежным покровом, 
Вт/(м2⋅°С). Температуру на нижней границе ниж-
него РСП (θgr, °С) определим соотношением

 θ θ θgr c nk k= + −( )1 11 ,

где θc – температура на постоянной глубине xc > xn 
(xn – глубина нижнего РСП). В зависимости от 
глубины xc значение θc может быть принято посто-
янным либо эта величина аппроксимируется выра-
жением вида

 θ θ πc c M t T Am= + +( )sin ,2  (3)

где M – амплитуда величины θc; T – период 
(365 сут); Am – начальная фаза при t0 = 0. Параметр 
k1 оценивается линейной интерполяцией

 k x x xn c gr1 0 5= −( ), Δ  (4)

или минимизацией расхождений рассчитанных и 
измеренных значений температур на глубине xn. 
Здесь Δxn – толщина нижнего расчетного слоя 
почвы, м; xc – глубина, на которой ход температуры 
почвы принят за климатическую норму, м; xgr – глу-
бина нижней границы нижнего РСП, м.

Коэффициент теплообмена между верхним 
слоем почвы или снежным покровом и атмосфе-

рой отражает влияние не только конвективного 
теплообмена между поверхностью твердого тела и 
приземным слоем атмосферы, но и других факто-
ров помимо температуры воздуха.

Решение системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений при небольшом количестве 
РСП (например, при n = 10) принципиальных за-
труднений не вызывает. Проинтегрировать систе-
му (2) можно только численно, поэтому предлага-
ется несколько приемов, позволяющих привести 
систему дифференциальных уравнений к системе 
линейных алгебраических уравнений.

Практически во всех гидрологических моде-
лях температура воздуха η используется в качест-
ве входной информации и принимается постоян-
ной в течение расчетного интервала времени. От-
несем это условие не только к атмосфере, но и к 
нижележащему РСП. Предположим, что каждый 
РСП сверху и снизу контактирует со средой, кото-
рая в течение РИВ Δt условно имеет постоянную 
температуру.

В результате получим систему дифференци-
альных уравнений

 dU dt1 1 12 1 2= −( ) − −( )ψ η θ ξ θ θ ,

 dU dti i i i i i i i i= −( ) − −( )− − + +ξ θ θ ξ θ θ1 1 1 1, , ,

 dU dt kn n n n n gr n gr= −( ) − −( )− −ξ θ θ ξ θ θ1 1 1,

и представим ее в виде 

 dU dt1 12 1 12 2= − +( ) +ψη ψ ξ θ ξ θ ,

 dU dti i i i i i i i i i i i= − +( ) +− − − + + +ξ θ ξ ξ θ ξ θ1 1 1 1 1 1, , , , ,  (5)

 dU dt k kn n n n n n gr n gr gr= − +( ) +− − −ξ θ ξ ξ θ ξ θ1 1 1 1 1, , .

Количество тепла (Ui, Дж), содержащееся в 
i-м РСП, составит

 Ui = cρΔxθ,  (6)

где x – вертикальная координата, м; ρ– плотность, 
кг/м3; c – удельная теплоемкость, Дж/(кг⋅°С) рас-
сматриваемого слоя. В соответствии с выражением 
(6) заменим в системе (5) температуру РСП коли-
чеством тепловой энергии:

 
dU

dt c x
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Введем обозначения

 A B
c x

D
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и преобразуем систему уравнений (7) для любого 
РСП следующим образом:

 dU A BU D dt( )− + = ,

 
dU

A BU D
dt

U

U

t

t

− +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
=∫ ∫

0

*

0

,  (9)

 U B t
A D

B
U B t∗ = − −( )⎡⎣ ⎤⎦

+ + −( )1 0exp exp ,Δ Δ

где U0, U* – значения количества тепловой энергии 
РСП в начальный момент t0 и момент времени t, Дж; 
Δt – расчетный интервал времени, c.

Система (9) могла бы служить основой для 
расчетов только при отсутствии фазовых перехо-
дов. При промерзании–оттаивании отдельные 
РСП продолжат потреблять или расходовать теп-
ловую энергию, сохраняя постоянным значение 
U* = 0, а число их может меняться. 

Заменим выражение (9) на более удобное 
уравнение 

 Δ ΔU B t A D B U= − −( )⎡⎣ ⎤⎦ + −[ ]1 0exp ( ) ,  (10)

где Δt = U* – U0 определяет затраты энергии на 
изменение температуры, фазовые переходы или 
представляет собой сумму двух процессов. Такой 
подход позволяет обеспечить постоянство коли-
чества уравнений в расчетной системе, изменяя в 
случае фазовых переходов лишь ее коэффициенты. 
Значения U  в системах (7) и (8) назовем эффек-
тивными средними, занимающими промежуточное 
между U* и U0 положение, и определим как

 U U k U= +0 2Δ ,

где 0 < k2 < 1. Для оценки значения весового коэф-
фициента k2 в зависимости от РИВ (Δt, с) исполь-
зуется выражение, разработанное А.С. Литвиным 
[1991] на основе результатов численных экспери-
ментов с различными РИВ при решении простых 
тестовых задач

 k2 = 1 – 0,5 exp (–10–5Δt).

Для РИВ, равного суткам, значение k2 состав-
ляет 0,79.

Коэффициенты системы (8) в соответствии с 
решением (10) объединяем в систему параметри-
ческих комплексов:

 R t c x1 12 1 1 11= − − +( ) ( )⎡⎣ ⎤⎦exp ,ψ ξ ρΔ Δ

 N R c x1 1 1 1 1 12= +( )ηψ ρ ψ ξΔ ,

 M k R c x c x1 2 1 12 1 1 1 12 2 2 2= +( )⎡⎣ ⎤⎦ξ ρ ψ ξ ρΔ Δ ,

 L M U k R U1 1 2 0 2 1 1 0
= ( ) − ( ) ,

 R t c xi i i i i i i i= − − +( ) ( )⎡⎣ ⎤⎦− +1 1 1exp ,, ,ξ ξ ρΔ Δ

 N k R c x c xi i i i i i i i i i i i i i= +( )⎡⎣ ⎤⎦− − + − − −2 1 1 1 1 1 1ξ ρ ξ ξ ρ, , , ,Δ Δ

M k R c x c xi i i i i i i i i i i i i i= +( )⎡⎣ ⎤⎦+ − + + + +2 1 1 1 1 1 1ξ ρ ξ ξ ρ, , , ,Δ Δ (11)

 L N U M U k R Ui i i i i i i= ( ) + ( )⎡⎣ ⎤⎦ − ( )− +1 0 1 0 2 0
,

 R k t c xn n n gr n n n= − − +( ) ( )⎡
⎣

⎤
⎦−1 1 1exp ,,ξ ξ ρΔ Δ

 N k R c x k c xn n n n n n n n n gr n n n= +( )⎡
⎣

⎤
⎦− − − − −2 1 1 1 1 1 1ξ ρ ξ ξ ρ, , ,Δ Δ

 M R k c x kn n c gr n n n n n gr= +( )−θ ξ ρ ξ ξ1 1 1Δ , ,

 L N U k R Un n n n n= ( ) − ( )−1 0 2 0
,

которые являются коэффициентами системы ли-
нейных алгебраических уравнений

 ΔU1 = N1 + M1ΔU1 + L1,

 ΔUi = Ni + MiΔUi – 1 + MiΔUi + 1 + Li , (12)

 ΔUn = NnΔUn – 1 + Mn + Ln.

Матрица данной системы является ленточной 
трехдиагональной, что значительно облегчает вы-
числения.

Если в рассматриваемом или соседних РСП 
происходят фазовые превращения, то запас тепла 
в них равен нулю, отсюда следуют некоторые уп-
рощения. При фазовых превращениях в верхнем 
(i – 1)-м РСП (для самого верхнего РСП этот слу-
чай отождествляется с η = 0) системы (11) и (12) 
упрощаются:

 
Δ ΔU M U L

L M U k R U

i i i i

i i i i i

= +

= ( ) − ( )
+

+

1

1 0 2 0

,

,
 (13)

а в случае фазовых превращений в нижнем (i + 1)-м 
РСП – 

 
Δ ΔU N U L

L N U k R U

i i i i

i i i i i

= +

= ( ) − ( )
−

−

1

1 0 2 0

,

.
 (14)
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При фазовых превращениях одновременно в 
верхнем и нижнем РСП:

 
ΔU L

L R U

i i

i i i

=

= − ( )
,

.
0

 (15)

Фазовые превращения только в i-м рассмат-
риваемом РСП описываются системой коэффици-
ентов

 
N t M k t c x

L M U k

1 1 2 12 2 2 2

1 1 2 0 2

= = ( )
= ( )

ηψ ξ ρΔ Δ Δ, ,

,

 N k t c xi i i i i i= ( )− − − −2 1 1 1 1ξ ρ, ,Δ Δ

 M k t c xi i i i i i= ( )+ + + +2 1 1 1 1ξ ρ, ,Δ Δ   (16)

 L N U M U ki i i i i= ( ) + ( )⎡⎣ ⎤⎦− +1 0 1 0 2 ,

 N k t c xn n n n n n= ( )− − − −2 1 1 1 1ξ ρ, ,Δ Δ  M k tn gr c= 1ξ θ Δ ,

 L N U kn n n= ( )−1 0 2 .

При фазовых превращениях одновременно в 
рассматриваемом и соседних РСП теплообмен 
между данным и соседним РСП отсутствует:

 Ni = Mi = Li = 0. (17)

Когда в течение одного и того же расчетного 
интервала времени (Δt) происходит изменение 
температуры РСП, а затем фазовый переход (или 
наоборот), то предусматривается дробление РИВ 
Δt. Для малой доли Δt в подобной ситуации оцени-
вается преобладающий процесс, а проигравшим 
пренебрегается. При наличии снежного покрова 
верхний РСП заменяется последним с переменной 
мощностью (Δxс, м) и соответствующими тепло-
физическими и водно-физическими свойствами.

ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ И ТЕПЛООБМЕНА

РАСЧЕТНЫХ СЛОЕВ ПОЧВЫ
И СНЕЖНОГО ПОКРОВА

Для определения коэффициента теплопро-
водности многофазной дисперсной среды рассмот-
рим систему, состоящую из твердой и газообраз-
ной (воздух) фаз. Будем полагать, что воздух яв-
ляется абсолютным теплоизолятором и его 
влияние сказывается не только в снижении рабо-
чей части площади поперечного сечения единич-
ной колонки, условно выделенной в среде, но и в 
искривленности, изломанности и разорванности 
теплопроводящих путей системы, что приводит к 
дополнительному снижению коэффициента теп-
лопроводности колонки в целом. Предположим, 
что коэффициент эффективной теплопроводности 
λm такой системы (т. е. сухой почвы) пропорцио-
нален степенной функции относительной доли 
твердого вещества в системе:

 λ λ εm
m m= − >0 1 1( ) , ,  (18)

где λ0 – коэффициент теплопроводности ве ще-
ства, Вт/(м⋅°С); ε – пористость вещества, м3/м3; 
m – параметр.

Теперь полностью заменим воздух водой. Тог-
да в процессе теплообмена участвует множество 
теплопроводящих элементов двух типов, соеди-
ненных друг с другом последовательно, парал-
лельно или комбинированно. При последователь-
ном соединении теплопроводящих элементов (ин-
декс слева –1) приравнивание удельных тепловых 
потоков приводит к следующему выражению для 
суммарного коэффициента теплопроводности 
почвы, где поры полностью заполнены водой λM:

 

− • •

• −

( ) = + −⎡⎣ ⎤⎦ =

= − +⎡⎣ ⎤⎦

1
0 0

0

1

1

1

λ λ λ λ ε λ ε

ε λ ε λ

M ( )

( ) .
 

(19)

Здесь λ•  – коэффициент теплопроводности 
воды, Вт/(м⋅°С). При параллельном соединении 
элементов (индекс слева 1) имеем

 1
0 1λ λ ε λ εM( ) = − + •( ) .  (20)

Формулы (19) и (20) представляют собой вы-
ражения для вычисления средних взвешенных ве-
личин – гармонической и арифметической при 
соотношении − ( ) ≤ ( )1 1λ λM M .  В действительности 
мы имеем нечто промежуточное – сложную ком-
бинацию разного рода соединений. Между гармо-
ническим и арифметическим средними лежит гео-
метрическое − ( ) ≤ ≤ ( )1 1λ λ λM M M ,  поэтому выра-
жение для λM приобретает вид

 λ λ λε ε
M( ) = + ( )− •

0
1 .  (21)

Использование выражений (18) и (21) позво-
ляет получить простые интерполяционные оценки 
коэффициента теплопроводности многофазной 
среды:
 λ λ λ ω λ= −( ) + <M m

n
m n( ) , ,1  (22)

где ω = u/ε – степень заполнения пористого про-
странства водой или льдом, м3/м3; u – объемная 
влажность или льдистость РСП, м3/м3. 

Расчетный слой почвы в условиях фазового 
перехода, несмотря на то, что мы приписали ему 
осредненные свойства, одинаковые по всему Δx , 
на самом деле подразделяется минимум на две 
прослойки, каждая из которых имеет свой коэф-
фициент теплопроводности. Поэтому коэффици-
ент теплопроводности для всего РСП λi в услови-
ях фазового перехода определяется как средняя 
гармоническая величина при относительных весо-
вых коэффициентах долей воды и льда в их общем 
количестве:

 

λ λ λ

λ λ λ

i i i i i i i i i

i M m i

u u u u u u

u

= +( )⎡
⎣

⎤
⎦ + +( )⎡

⎣
⎤
⎦

= −( )
• • • ∗ ∗ ∗ • ∗

• • •

,

++( )⎡
⎣

⎤
⎦ +

= −( ) +( )⎡
⎣

⎤
⎦ +

∗

∗ ∗ • ∗

u

u u

i i

n

m

i M m i i i

n

m

ε λ

λ λ λ ε λ

,

.

 (23)
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Здесь ui
• ,  ui

∗  – объемная влажность и льдистость 
РСП, м3/м3; λi

• ,  λi
∗  – коэффициенты теплопровод-

ности влажного и льдистого РСП, Вт/(м⋅°С); λM
• ,  

λM
∗  – коэффициенты теплопроводности РСП, все 

поры которого заняты водой или льдом, Вт/(м⋅°С); 
n – параметр. 

Значения параметров, рекомендованные ав-
торами, составляют m = 2,5 (уравнение (18)) и 
n = 0,75 (уравнение (23)). Стандартные значения 
λ0, используемые в (18), представлены в табл. 1.

Коэффициенты теплообмена меняются во 
времени и в пространстве в зависимости от целого 
ряда факторов, тем не менее принимается допуще-
ние о том, что в течение расчетного интервала вре-
мени Δt действуют постоянные коэффициенты 
теплообмена, вычисленные в соответствии с со-
стоянием среды в начальный момент.

Определяя соотношение коэффициентов теп-
лообмена РСП и теплопроводности среды, запи-
шем последовательно выражения для стационар-
ного потока тепла (q, Вт/м2) между атмосферой и 
поверхностью почвы, между этой поверхностью и 
точкой на глубине (Δx1/2, м) и между атмосферой 
и этой точкой:

  q q x q= −( ) = −( ) = −α θ η λ θ θ ψ θ η0 02, , ( ),Δ  (24)

где θ0 – температура поверхности почвы, °C. Отсю-
да получаем

 ψ λ α= +[ ]1 2 1Δx .  (25)

Величину α, Вт/(м2⋅°С) назовем параметром 
подвода тепловой энергии к подстилающей по-
верхности. Ее можно трактовать как коэффициент 
теплообмена между атмосферой и верхним РСП 
при λ →∞ , т. е. при мгновенном отводе энергии от 
поверхности контакта. При любом α значение ψ не 
превышает 2λ/Δx. Это означает, что коэффициент 
теплообмена ψ сверху ограничен только возмож-
ностями отвода энергии от поверхности в глубину 
почвенного покрова. 

Параметр α изменяется от 1,0 до 5,0 Вт/(м2⋅°С) 
в зависимости от климатической зоны и типа рас-
тительности (1–2 – суровый холодный климат, 
1 → 1,5 → 2: лес–тундра–голая поверхность; 3–4 – 
умеренный климат, 3 → 4: лес–открытые ланд-
шафты; 5 – теплый климат). Параметр α требует 
калибровки на основе сравнения расчетных и из-

меренных значений температуры почвы, однако 
его величина устойчива для сходных условий. Для 
Северо-Востока России рекомендованные значе-
ния параметра α составляют 1–2 в зависимости от 
ландшафта. 

Аналогично выражению (25) коэффициент 
теплообмена между двумя слоями почвы опреде-
ляется соотношением

 ξ λ λi i i i i ix x, ,+ + += +( )1 1 12 Δ Δ

а коэффициент теплообмена между атмосферой и 
снежным покровом рассчитывается как

 ψ λ αc c c cx= +[ ]1 2 1Δ ,  (26)

где Δxi, Δxc – толщина РСП и снежного покрова, м; 
λi, λc – коэффициенты теплопроводности РСП и 
снежного покрова, Вт/(м2⋅°С). Параметр подвода 
тепловой энергии к поверхности снежного покрова 
при отрицательной температуре воздуха (αc) при-
нимается равным 5,0 Вт/(м2⋅°С).

Для вычисления коэффициента теплопровод-
ности сухого снега предлагается использовать вы-
ражение (18), в котором в качестве твердого ве-
щества выступает лед:

 λ λ ε λ γ ρc c
m

c

m∗ ∗ ∗ ∗ ∗= −( ) = ( )1 ,  (27)

где λ∗, λc
∗  – коэффициенты теплопроводности льда 

и сухого снега, Вт/(м⋅°С); εc – пористость снега, 
м3/м3; ρ∗, γc

∗    – плотность льда и снега, кг/м3; m – 
параметр. 

На значение эффективного коэффициента 
теплопроводности влияет температура снега. Учи-
тывая, что влияние конвекции с ростом плотности 
снега падает, в расчет вводится выражение [Вино-
градов, 1988] вида

 λ θ γ λ θ γ ρc c c c c ck∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = + ( ) −( ), exp ,1 13  (28)

где θc < 0 °C – температура снега, °С; k3 = 0,1 – па-
раметр. Таким образом, при отрицательной темпе-
ратуре снега для расчета коэффициента теплопро-
водности сухого снега ( λc

∗ ) используется выраже-
ние (27) с множителем (28) и добавлением 
небольшого постоянного члена:

 λ θ γ ρ λ γ ρc c c c

m
k∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + ( ) −( )⎡

⎣
⎤
⎦ ( ) +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1 1 0 023exp , .  

Когда слой снежного покрова содержит воду, 
для оценки коэффициента теплопроводности 
снежного покрова можно использовать уравнение 
типа (22):

 λ λ λ ω λc c M c c
n

c= ( ) −⎡⎣ ⎤⎦ +∗ ∗ ,  

 λ λ ε λ ε λ λ γ ρ λc M c c c c( ) = −( ) + = −( ) +∗ • ∗ • ∗ •1 ,  

где λc M( )    – коэффициент теплопроводности сне-
га, поры которого полностью заполнены водой 
(фиктивная величина), Вт/(м⋅°С); ωc = uc/εc – за-

Та б л и ц а  1.  Значения удельной теплоемкости c
 и теплопроводности λ0 разных типов почв

Почвы c, Дж/(кг⋅°С) λ0, Вт/(м⋅°С)

Песчаные 780 2,5
Супесчаные 830 1,7
Суглинистые 840 1,3
Глинистые 880 1,0
Торфяные 1930 0,8
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полненность пористого пространства снега во-
дой, м3/м3; uc – объемная влажность снега, м3/м3; 
n – параметр. Фиктивный коэффициент теплопро-
водности мокрого снега ( )c M

λ  используется толь-
ко при расчете коэффициентов теплообмена снеж-
ного покрова и верхнего РСП по формуле (24) и 
атмосферы и снежного покрова при его промерза-
нии согласно (26). В предложенной расчетной 
схеме принимается условие однородности и изо-
тропности влажности снега.

При положительной температуре воздуха и 
процессе снеготаяния (когда поступившее в снег 
тепло полностью расходуется на фазовое превра-
щение) коэффициент теплообмена принимается 
равным коэффициенту подвода тепловой энер-
гии ( c

+α ). Он связан с коэффициентом стаивания 
снега
 ψ α ρ ζc c l+ + ∗ •= = ,  

где l * – удельная массовая теплота плавления 
льда, Дж/кг; ζ – коэффициент стаивания снежного 
покрова, м/(°С⋅c).

ОБЩАЯ СХЕМА РАСЧЕТА

Для проведения расчета при наличии снежно-
го покрова задается начальный запас воды в снеге, 
плотность, температура и, если снежный покров 
находится в процессе таяния (температура равна 
0 °С), водонасыщенность. Для каждого расчетного 
слоя почвы необходимо знать начальные значения 
средней температуры РСП и его влажности (или 
льдистости). При отсутствии информации о на-
чальном профиле температуры почвенной колон-
ки задается однородное распределение с учетом 
переменного состояния активного слоя на дату на-
чала расчета. Выравнивание температуры почвы 
до реальных значений происходит достаточно 
быстро (в течение одного расчетного года), в даль-
нейшем не оказывая влияния на результаты расче-
та. На каждый очередной РИВ задаются значения 
средней температуры воздуха (η) и температуры 
почвы на фиксированной глубине (θgr), определя-
ющие теплообмен с атмосферой и нижележащими 
слоями почвогрунтов соответственно. В ходе рас-
чета для последовательных интервалов времени 
вычисляются текущие профили температуры (θi), 
относящиеся к концу РИВ. При переходе к сле-
дующему РИВ полученные значения играют роль 
начальных условий. 

Общая блок-схема расчета представлена на 
рис. 1. В блоке “Диагноз” определяется наличие 
или отсутствие снежного покрова, а также оцени-
вается предварительная величина количества теп-
ловой энергии в снежном покрове после испаре-
ния. В блоке “Испарение из почвы” оценивается 
количество тепловой энергии в РСП с учетом по-
терь энергии, затраченной на испарение. Блок 
“Энергия-1” предназначен для расчета количества 

тепловой энергии, необходимого для таяния льда 
или замерзания воды в снежном покрове и каждом 
РСП. Расчет тепловых свойств снежного покрова 
и РСП с учетом переменных состояний (влажнос-
ти, наличия льда), таких как теплоемкость, тепло-
проводность, а также коэффициентов теплообмена 
системы согласно уравнениям (18)–(23) происхо-
дит в блоке “Физические свойства”. В блоке “Ко-
эффициенты” применяются формулы (11)–(17) 
для оценки коэффициентов R, N и L. В блоке “Ре-
шение” выполняется расчет количества тепловой 
энергии, поступившей в снежный покров и РСП 
за РИВ или его подынтервал. В блоке “Энергия-2” 
определяется, на какой процесс будет расходо-
ваться поступившая энергия в случае фазового 
перехода – замерзание или таяние. В блоке “Дуа-
лизм” оценивается, происходят ли в течение одно-
го РИВ два процесса в снежном покрове и РСП – 
изменение температуры и фазовый переход (так 

Рис. 1. Блок-схема расчетного алгоритма.
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называемый дуализм), а также определяется необ-
ходимость дробления РИВ на более мелкие под-
ынтервалы. Блок “Дробление” предназначен для 
фрагментации РИВ на заранее заданное число 
расчетных подынтервалов МР. Практика модели-
рования показывает, что значение MP = 10 доста-
точно для большинства расчетов, в случае необхо-
димости оно может быть увеличено. После дроб-
ления расчет проводится по полной схеме, начиная 
с блока “Диагноз”, для подынтервалов РИВ в ко-
личестве MP. При выявлении наличия фазового 
перехода и нагревания–охлаждения в расчетный 
подынтервал времени блок “Энергия-4” использу-
ется для выбора преобладающего процесса, второ-
степенный процесс отбрасывается. В блоке “Энер-
гия-3” оценивается окончательное количество 
тепловой энергии, поступившей в РСП или снеж-
ный покров при отсутствии дуализма.

РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве примера применения предложен-
ного метода приводятся результаты расчета темпе-
ратуры почвы на разных глубинах для площадки 
метеостанции “Нижняя”, расположенной на тер-
ритории КВБС, которая находится в верховьях 
р. Колыма в пределах Магаданской области. Тер-
ритория характеризуется суровым климатом и 
сплошным распространением многолетней мерз-
лоты. В течение семи лет (1974–1980) на метео-
площадке “Нижняя” производились измерения 
температуры почвы на разных глубинах от по-
верхности до 320 см.

Подстилающая поверхность метеоплощадки 
“Нижняя” в [Материалы…, 1959–1991] характери-
зуется как кочковатая, поросшая мхом, травой, 
брусничником и голубичником. Толщина мохово-
лишайникового покрова составляет 40–45 см. Под 
ним располагается слой хорошо промытого щеб-
ня мощностью 15–20 см, который при отрицатель-
ных температурах находится в морозном состоя-
нии (с малым содержанием льда) и подстилает-
ся сильнольдистым щебнем. В весенний период 

 верх  ний горизонт аккумулирует часть талых вод, 
которая подвергается многократному повторному 
замерзанию. На всех глубинах почвенного профи-
ля прослеживается зависимость хода температу-
ры от влажности и льдистости. Как отмечено в 
работе [Глотов, Глотова, 2002], ход температуры 
почвы на метеоплощадке “Нижняя” характерен 
для хорошо дренируемых грунтов на склонах юж-
ной экспозиции.

В целях расчета профиль глубиной 2 м (при 
максимальной глубине протаивания до 1,7 м) был 
схематизирован в виде 20 слоев толщиной 10 см 
каждый. Свойства различных горизонтов почвен-
ного профиля (табл. 2), оцененные по описаниям 
почвенного разреза в [Материалы…, 1959–1991] и 
работам [Глотов, 2002; Банцекина, 2003], исполь-
зовались в качестве параметров модели “Гидро-
граф” [Виноградов, 1988, 2010; Vinogradov et al., 
2011]. 

Для упрощения расчетов начальный профиль 
температуры почвенного слоя был принят одно-
родным, ее среднее значение для каждого РСП 
принято равным –1 °С на начальную дату расчета 
1 января 1973 г. В качестве разгонного был ис-
пользован 1973 год, и при анализе результатов он 
не учитывался. Начальные значения льдистости 
РСП задавались следующим образом: до глубины 
летнего протаивания 1,7 м содержание льда равно 
максимальной водоудерживающей способности 
слоя, а ниже – пористости.

На каждый расчетный интервал времени, рав-
ный суткам, задавались средняя температура, от-
носительная влажность воздуха и количество 
осадков, измеренные на метеорологической стан-
ции площадки “Нижняя”. В качестве нижнего гра-
ничного условия принят годовой ход температуры 
почвы на глубине 3,2 м, аппроксимированный 
 синусоидой (3) с параметрами θc = −4 0, ,    M = 2,8, 
Am = 197. Параметр k1 определен как 0,05. При 
формировании и стаивании снежного покрова, 
описываемого одним из расчетных блоков модели 
“Гидрограф”, он рассматривался в качестве от-
дельного расчетного слоя. На каждом РИВ тепло-

Та б л и ц а  2. Свойства различных горизонтов почвенного профиля
 метеорологической площадки “Нижняя” (КВБС)

Тип почвенного материала h, см ρ, кг/м3 ε ω с, Дж/(кг⋅°С) λ, Вт/(м⋅°С)

Мохово-лишайниковый покров 0–10 500 0,95 0,35 1700 1,0
Торф 10–20 1950 0,60 0,15 1700 1,0
Переходный слой 20–30 2100 0,50 0,11 1200 1,3
Серая глина с обломками глинис-
тых сланцев

30–40 2700 0,40 0,10 750 1,7

Обломки глинистых сланцев
с мелкозернистым заполнителем

40–200 2700 0,35 0,10 750 1,7

П р и м е ч а н и е. h – глубина горизонта; ρ – плотность; ε – пористость; ω – максимальная водоудерживающая спо-
собность; c – удельная теплоемкость; λ – теплопроводность.
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Рис. 2. Рассчитанная (1) и измеренная (2) температура почвы на глубине 20 см (а), 80 см (б), 160 см 
(в), Колымская водно-балансовая станция (1974–1975 гг.).

проводность и теплоемкость всех РСП оценива-
лись с учетом их переменных состояний, влажнос-
ти и льдистости.

На рис. 2, а–в приведены значения рассчитан-
ной и измеренной среднесуточной температуры 

почвы на глубинах 20, 80 и 160 см за период 1974–
1975 гг. В среднем рассчитанные значения оказа-
лись выше измеренных, а наибольшие отклонения 
наблюдались в летний период. Результаты сопо-
ставления рассчитанных и измеренных значений 
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за 1974–1981 гг. представлены в табл. 3. Можно 
отметить, что даже специфический процесс крат-
ковременного повышения температуры воздуха в 
результате фильтрации талой воды в мерзлую 
 почву весной успешно отображается моделью 
“Гидрограф”.

Полученные результаты демонстрируют, что 
метод может быть использован в задаче расчета 
динамики тепла в зоне распространения вечной 
мерзлоты. При анализе результатов необходимо 
учитывать, что параметры модели были определе-
ны априори, без калибровки. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен метод расчета динамики 
тепла в почве, основанный на приемах, упрощаю-
щих дифференциальное уравнение теплопровод-
ности в почвенном профиле и позволяющих полу-
чить его алгебраическое решение. Приемы заклю-
чаются в следующем: 1) замена непрерывной 
величины температуры контактирующих РСП на 
осредненные и постоянные значения за РИВ Δt; 
2) применение в качестве решения полученных 
систем уравнений не количества тепловой энергии 
в РСП на конец РИВ (U*), а его приращения отно-
сительно начала РИВ (ΔU = U* – U0), которое поз-
воляет использовать расчетную схему как в случае 
изменения температуры РСП, так и в случае фазо-
вых переходов; 3) введение в расчет эффективных 
средних значений энергии, занимающих промежу-
точное положение между начальными и конечны-
ми величинами; 4) дробление расчетного интерва-
ла времени в тех случаях, когда за РИВ происхо-
дит как нагревание–охлаждение РСП, так и 
фазовый переход.

Предложены также способы расчета коэффи-
циентов теплопроводности и теплообмена расчет-
ных слоев почвы и снежного покрова, находящих-
ся в переменных состояниях, используемых при 
моделировании процессов теплообмена в почвен-
ной колонке и снеге.

Описанный подход, разработанный еще в 
1990-е гг. и опубликованный в монографии [Ви-
ноградов, 1988] и учебном пособии [Виноградов, 

2010], был реализован в гидрологической модели 
“Гидрограф” [Виноградов, 1988, 2010; Vinogradov et 
al., 2011], опробован и успешно применен при мо-
делировании процессов формирования стока в 
зоне распространения многолетней мерзлоты [Se-
menova et al., 2013]. 

В качестве параметров модели используются 
физические свойства материалов, слагающих поч-
венный профиль. На основе данных наблюдений 
такие свойства могут быть систематизированы для 
характерных ландшафтов и учтены на водосборах 
со схожими условиями формирования стока.

Более подробные результаты верификации 
метода моделирования динамики деятельного 
слоя будут опубликованы в Части 2.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке РФФИ (проект 12-05-31035_мол_а).
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